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I Présentation du modèle gaz-particules

Les sprays = gaz avec gouttelettes en suspension

Écoulement (gaz)

Gouttelettes
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Sprays : le fluide environnant

√

Fluide environnant : décrit par la mécanique des fluides compressibles

Quantitésmacroscopiques(dépendant de(t, x))
⋆ densitéρg(t, x)

⋆ vitesseug(t, x)

⋆ énergie totale spécifiqueEg(t, x)

⋆ pressionp(t, x)

Système fluide classique

∂tρg + ∇x · (ρg ug) = 0,

∂t(ρg ug) + ∇x · (ρg ug ⊗ ug) + ∇xp = 0,

∂t(ρgEg) + ∇x · ((ρg Eg + p)ug) = 0,

pg = P (ρg, eg)
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Sprays : la phase dispersée

√

Phase dispersée (gouttelettes) : décrite par la théorie cinétique de Boltzmann

Fonction dedensité de probabilitéf(t, x, v, ...) oùx position,v vitesse...

Équation cinétique

∂t f + ∇x · (vf)| {z }
terme de transport

= Q(f)| {z }
terme de collision

√

on peut rajouter d’autres paramètres physiques (comme l’énergie interneep) dans
la pdf afin d’enrichir la physique
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Sprays : équation fluide-cinétique

√

Un spray (fluide + phase dispersée) est décrit par un couplagefluide-cinétique
√

Une nouvelle variable:α, fraction volumique du gaz (α(t, x))
√

Classification des sprays

∂t(αρg) + ∇x · (αρg ug) = 0,

∂t(αρg ug) + ∇x · (αρg ug ⊗ ug) + ∇xp =

Z
up,ep

−mp Γ f dupdep,

∂tf + v · ∇xf + ∇v · (f Γ) = Q(f),

fins modérément épais épais

α = 1 α = 1 α = 1 −

Z
v,ep

4

3
π r

3
p f dvdep

mp Γ = Dp(ug − up) mp Γ = Dp(ug − up) mp Γ = Dp (ug − up) − 4

3
π r

3
p ∇xp

Q(f) = 0
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Modélisations des échanges entre le gaz et les particules

√

Echange de quantité de mouvement

Γ: accélération des particules

mpΓ = force de pression + force de traînée

= −mp

ρp

∇xp−Dp(up − ug)
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Modélisations des échanges entre le gaz et les particules

√

Echange de quantité de mouvement

Γ: accélération des particules

mpΓ = force de pression + force de traînée

= −mp

ρp

∇xp−Dp(up − ug)

√

Echange de chaleur

φ: chaleur échangée par le gaz avec les particules

mpφ = 4πrpλNu(Tg − Tp)

mp , rp: masse et rayon des particules
Dp ,Nu , λ: coefficient de traînée , nombre de Nusselt, conductivité thermique
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Equations du système gaz-particules

√

Equations du gaz

∂t(αρg) + ∇x · (αρgug) = 0

∂t(αρgug) + ∇x · (αρgug ⊗ ug) + ∇xp = −

Z
up,ep

mpΓfdupdep

∂t(αρgEg) + ∇x ·

�
αρg

�
Eg +

p

ρg

�
ug

�
+ p∂tα =Z

up,ep

− (mpΓ +
mp

ρp

∇xp) · upfdupdep −
Z

up,ep

4πrλNu(Tg − Tp)fdupdep
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Equations du système gaz-particules

√

Equations du gaz

∂t(αρg) + ∇x · (αρgug) = 0

∂t(αρgug) + ∇x · (αρgug ⊗ ug) + ∇xp = −

Z
up,ep

mpΓfdupdep

∂t(αρgEg) + ∇x ·

�
αρg

�
Eg +

p

ρg

�
ug

�
+ p∂tα =Z

up,ep

− (mpΓ +
mp

ρp

∇xp) · upfdupdep −
Z

up,ep

4πrλNu(Tg − Tp)fdupdep

√

Equation de Vlasov

∂tf + up · ∇xf + ∇up
· (fΓ) + ∂ep

(fφ) = Q(f, f)
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Equations du système gaz-particules

√

Equations du gaz

∂t(αρg) + ∇x · (αρgug) = 0

∂t(αρgug) + ∇x · (αρgug ⊗ ug) + ∇xp = −

Z
up,ep

mpΓfdupdep

∂t(αρgEg) + ∇x ·

�
αρg

�
Eg +

p

ρg

�
ug

�
+ p∂tα =Z

up,ep

− (mpΓ +
mp

ρp

∇xp) · upfdupdep −
Z

up,ep

4πrλNu(Tg − Tp)fdupdep

√

Equation de Vlasov

∂tf + up · ∇xf + ∇up
· (fΓ) + ∂ep

(fφ) = Q(f, f)

√

Equations d’état

Tg(t, x) = T1(ρg, eg) , p(t, x) = P1(ρg, eg) , Tp = T2(ep)
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II Modélisation du noyau de collision
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Mécanisme de collision

particule(1) + particule(2)−→particule(3) + particule(4)

Les particules sont de massemp, de vitesseupi et d’énergie interneepi.
Les collisions peuvent être inélastiques de paramètre d’inélasticitéβ.

√

up3 =
up1 + up2

2
+ β

|up1 − up2|
2

σ: vitesse post-collisionnelle

up4 =
up1 + up2

2
− β

|up1 − up2|
2

σ: vitesse post-collisionnelle

∆E′
c =

1

2
(up1

2 + up2
2 − up3

2 − up4
2) =

�
1 − β2

4

�
(up1 − up2)

2
> 0 :

perte d’énergie cinétique
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Mécanisme de collision

particule(1) + particule(2)−→particule(3) + particule(4)

Les particules sont de massemp, de vitesseupi et d’énergie interneepi.
Les collisions peuvent être inélastiques de paramètre d’inélasticitéβ.

√

up3 =
up1 + up2

2
+ β

|up1 − up2|
2

σ: vitesse post-collisionnelle

up4 =
up1 + up2

2
− β

|up1 − up2|
2

σ: vitesse post-collisionnelle

∆E′
c =

1

2
(up1

2 + up2
2 − up3

2 − up4
2) =

�
1 − β2

4

�
(up1 − up2)

2
> 0 :

perte d’énergie cinétique

√

ep3 =
2 − a

2
ep1 +

a

2
ep2 + b∆E′

c : énergie interne post-collisionelle

ep4 =
2 − a

2
ep2 +

a

2
ep1 + (1 − b)∆E′

c : énergie interne post-collisionelle

a: paramètre d’échange d’énergie interne (0 ≤ a ≤ 1)
b: paramètre de transfert d’énergie cinétique en énergie interne (0 ≤ b ≤ 1)
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Estimation dea

Quand deux particules collisionnent, elles restent "collées" pendant un temps de

l’ordre: ∆Tcoll =
2rp

|up1 − up2|

Durant ce temps, elles échangent
4πλprp(T1 − T2)

mp

en énergie par unité de masse par

unité de temps (λp: conductivité thermique des particules).

Par ailleurs, on a (avecC : chaleur spécifique des particules),

∆(T1 − T2) =
∆(ep1 − ep2)

C

D’où après intégration: a = 1 − exp

�
− 8πλprp

2

Cmp|up1 − up2|

�
Dans les applications rencontréesa est de l’ordre de quelques%.
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Estimation de b et β

√

Le choix le plus raisonnable pourb est,

b =
mp1

mp1
+mp2

√

En utilisant le modèle TAB (Taylor analogy Break-up), on obtient un temps relié
à la viscosité,

τc = 1

�
10µp

ρpr2

Par un raisonnement analogue à celui sur les transferts thermiques, on obtient

β = exp

�
−∆Tcoll

τc

�
Dans les applications rencontréesβ est très proche de 1.
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Noyau inélastique de collision:Q(f, f)(t, x, up, ep)

Q(f, f) =

Z

( 1

β4|1 − 2a|
′
f∗

′
f − f∗f) 4π rp

2 |up − up
∗|

χ′ep,′ep
∗
≥0(ep, ep∗) φ(a)daψ(b)db dσdup∗ dep∗

√ ′
up =

up + up∗

2
+

1

β

|up − up∗|
2

σ : vitesse pré-collisionnelle

′
up∗ =

up + up∗

2
− 1

β

|up − up∗|
2

σ : vitesse pré-collisionnelle

√ ′
ep =

2 − a

2 − 2a
ep − a

2 − 2a
ep∗ +

a− 2b

2 − 2a

�
1 − β2

4β2

�
(up − up∗)

2: énergie

interne pré-collisionelle

′
ep∗ = − a

2 − 2a
ep +

2 − a

2 − 2a
ep∗ +

a− 2 + 2b

2 − 2a

�
1 − β2

4β2

�
(up − up∗)

2:

énergie interne pré-collisionelle

√

φ(a) (resp.ψ(b)) : loi de probabilité dea (resp.b).

"Groupe de Travail Numérique",Orsay, 16 mars 2005. Etude de sprays épais dans un cadre fortement collisionnel – p.13/34



Noyau élastique de collision:Q(f, f)

Q(f, f) =

Z

( 1

|1 − 2a|
′
f∗

′
f − f∗f)4πrp

2|up − up
∗|

χ′ep,′ep
∗
≥0(ep, ep∗)φ(a)da dσdup∗ dep∗

√ ′
up =

up + up∗

2
+

|up − up∗|
2

σ : vitesse pré-collisionnelle

′
up∗ =

up + up∗

2
− |up − up∗|

2
σ : vitesse pré-collisionnelle

√ ′
ep =

2 − a

2 − 2a
ep − a

2 − 2a
ep∗: énergie interne pré-collisionelle

′
ep∗ = − a

2 − 2a
ep +

2 − a

2 − 2a
ep∗: énergie interne pré-collisionelle

√

φ(a) : loi de probabilité dea .
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Propriétés du noyau de collision:

La massemp, le momentmpup et l’énergie totale1
2
mpup

2 +mpep sont conservées
pendant les collisions donc ces fonctions annulent le noyaude collisionQ(f, f, ).

Cas inélastique

Pour la fonctionφ : up →֒ up
2 convexe on a:Z

Q(f, f)φ(up)dupdep ≤ 0

Cas élastique
Dans ce cas l’énergieinterne et l’énergie cinétiquesont conservées.

De plus pour toute fonctionΨ convexe on a:Z
Q(f, f)Ψ(ep)dupdep ≤ 0
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Données numériques des gouttelettes d’étain
√

nombre de particules:60000
√

densité:7310 kg.m−3

√

rayon:10−6m
√

vitesse:200m.s−1

√

énergie interne:106 J.kg−1

√

température:300 ◦C
√

chaleur spécifique:200 J.kg−1.K−1

√

viscosité dynamique:8.10−3 Pa.s
√

tension de surface:0.56N.m−1

√

conductivité thermique:60W.m−1.K−1

√

Mesure deβ: β ∼ 0.89

√

Mesure dea: a ∼ 0.71
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Résultats numériques: effet des échanges thermiques
Cas sans échanges thermiques durant les collisions
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Résultats numériques: effet des échanges thermiques
Cas avec échanges thermiques durant les collisions
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Résultats numériques: effet de l’inélasticité
Collisions élastiques
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Résultats numériques: effet de l’inélasticité
Collisions inélastiques
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III Limite Hydrodynamique
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Fluide de particules: moments de la fonction de distribution

√

ρ =
1

1 − α

Z

up,ep

fmpdupdep : densité du fluide de particules

√

v =
1

(1 − α)ρ

Z

up,ep

fmpupdupdep : vitesse moyenne du fluide

√

ec =
1

(1 − α)ρ

Z
up,ep

1

2
fmpu

2
pdupdep: énergie cinétique microscopique

√

e =
1

(1 − α)ρ

Z
up,ep

fmpepdupdep: énergie interne microscopique

√

Ep = e+ ec : énergie totale du fluide

√

p
′ =

1

1 − α

Z
up,ep

fmp(v − up) ⊗ (v − up)dupdep : tenseur de Reynolds

√

q =
1

1 − α

Z
up,ep

fmp(v − up)2(up − v)dupdep: flux thermique
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Système diphasique (non clos)

Conservation de la masse:

∂t(αρg) + ∇x · (αρgug) = 0

∂t((1 − α)ρ) + ∇x · ((1 − α)ρv) = 0

ρ = ρp = cte (particules incompressibles)

Conservation du moment:

∂t(αρgug) + ∇x · (αρgug ⊗ ug) + α∇x p =

−

Z
up,ep

Dp(ug − up)fdupdep

∂t((1 − α)ρv) + ∇x · ((1 − α)ρv ⊗ v) + (1 − α)∇xp+ ∇x ·

�
(1 − α)p′

�
=

−

Z
up,ep

Dp(up − ug)fdupdep
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Conservation de l’énergie totale:

∂t(αρgEg) + ∇x ·

�

αρg

�

Eg +
p

ρg

�
ug

�
+ p∂tα =Z

up,ep

Dp(up − ug) · upfdupdep −

Z
up,ep

4πrpλNu(Tg − Tp)fdupdep

∂t ((1 − α)ρEp)+∇x·

�
(1 − α)ρ

�
Ep +

p+ p′

ρ
�

v
�

+p∂t(1−α)+∇x·((1−α)q) =

−

Z
up,ep

Dp(up − ug) · upfdupdep +
Z

up,ep

4πrpλNu(Tg − Tp)fdupdep

Equations d’état:

p(t, x) = P1(ρg(t, x), eg(t, x)) , Tg(t, x) = T1(ρg(t, x), eg(t, x)) , Tp = T2(ep) ,

p′ et q ne sont toujours pas modélisés.
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Analyse dimensionnelle

∂t̃f̃ + ũp · ∇x̃f̃ + ∇ũp
· (f̃ Γ̃) + ∂ẽp

(f̃ φ̃) =
1

ε
Q(f̃ , f̃)

avec:
√

˜ signifie que la variable est adimensionnée
√

T (resp.L): temps caractéristique (resp. longueur) du gaz
√

N : nombre typique de particules dans un volumeL3

√

σ: chemin libre moyen défini tel qu’on aitN =
L3

rp
2σ

√

ε =
σ

L
: nombre de Knudsen

√

Mesure du nombre de Knudsen : Kn = 0.083
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Limite hydrodynamique inélastique

On suppose que le nombre de collisions inélastiques tend versl’infini (quandε tend
vers zéro); alors on s’attend à ce que la distribution tende vers un Dirac en vitesse et en
énergie interne.

fε(t, x, up, ep)→
ε→0

Z(t, x)δep=e(ep) ⊗ δup=v(up)

Conservation de la masse:

∂t(αρg) + ∇x · (αρgug) = 0

∂t((1 − α)ρ) + ∇x · ((1 − α)ρv) = 0

ρ = ρp = cte

Conservation du moment:

∂t(αρgug) + ∇x · (αρgug ⊗ ug) + α∇xp = − 1

2mp

(1 − α)ρDp (ug − v)

∂t((1 − α)ρv) + ∇x · ((1 − α)ρv ⊗ v) + (1 − α)∇xp =
1

2mp

(1 − α)ρDp (ug − v)
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Conservation de l’énergie totale:

∂t(αρgEg) + ∇x ·

�

αρg

�

Eg +
p

ρg

�
ug

�
+ p∂tα =

1

2mp

(1 − α)ρDp (ug − v) · v − 4π rp λNu (Tg − Tp)
(1 − α)ρ

mp

∂t ((1 − α)ρEp) + ∇x ·

�
(1 − α)ρ

�
Ep +

p

ρ

�
v

�
+ p∂t(1 − α) =

− 1

2mp

(1 − α)ρDp (ug − v) · v + 4π rp λNu (Tg − Tp)
(1 − α)ρ

mp

Equations d’état:

p(t, x) = P1(ρg, eg) , Tg(t, x) = T1(ρg, eg) , Tp = Tp(e)

(p′ = 0, q = 0)
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Limite hydrodynamique élastique

On suppose que le nombre de collisions élastiques tend vers l’infini (quandε tend vers
zéro); alors on s’attend à ce que la distribution tende vers une Maxwellienne en vitesse
et un Dirac en énergie interne.

f(t, x, ep, up) =
Z(t, x)�

(2πRT (t, x))

mp

� 3

2

exp

�
−mp(up − v(t, x))2

2RT (t, x)
�

⊗ δep=e(ep)

Conservation de la masse:

∂t(αρg) + ∇x · (αρgug) = 0

∂t((1 − α)ρ) + ∇x · ((1 − α)ρv) = 0

ρ = ρp = cte

Conservation du moment:

∂t(αρgug) + ∇x · (αρgug ⊗ ug) + α∇xp = M(ρ, v, T ))

∂t((1 − α)ρv) + ∇x · ((1 − α)ρv ⊗ v) + (1 − α)∇xp+ ∇x

�
(1 − α)p′

�

= −M(ρ, v, T ))
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Equations d’énergie:

∂t(αρgEg) + ∇x ·

�

αρg

�

Eg +
p

ρg

�
ug

�
+ p∂tα =

I(ρ, v, T ) −

ZZ
up,ep

4πrλNu(Tg − Tp)
(1 − α)ρ

mp

∂t ((1 − α)ρec) + ∇x ·

�
(1 − α)(ρec + p

′)v

�
+ (1 − α)v · ∇xp = −I(ρ, v, T )

∂t ((1 − α)ρe) + ∇x · ((1 − α)ρev) + p (∂t(1 − α) + ∇x · ((1 − α)v)) =

4πrλNu(Tg − Tp)
(1 − α)ρ

mp

Equations d’état

p(t, x) = P1(ρg, eg) , Tg(t, x) = T1(ρg, eg) , Tp = Tp(e)

(q = 0, p′ =
2

3
ρ(ec −

1

2
v
2) pour des collisions élastiques)
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Perspectives

√

intérêt:
⋆ évaluation de la validité des modèles Euler/Euler et Lagrange/Euler

⋆ introduction de l’inelasticité et des échanges thermiquesdurant les collisions
dans le code Hésione

√

simulations en cours au CEA

√

ajout de la turbulence sur le mouvement des particules via l’utilisation du modèle
k − ε
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Annexe: Calcul de la force de traînée dans le cas élastique

En indexant pari les différentes composantes de la force de traînée et en notant

wi =

s

RT

mp

(v − ug)
i

on obtient après calculs,

√ M(ρ, v, T )) =

ZZ

up,ep

Dp(up − ug)fdupdep vecteur de transfert de quantité de

mouvement dont lai− ème composante est:ZZ

up,ep

Dp(up − ug)ifdupdep = Cdπ
ρg

ρp

1

r
×�

(1 − α)p′

� "
wi

3X
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�
2 exp(−w2

j ) +
p

(2π)wj erf (

√
2

2
wj)

�
+

p
(2π) erf (

√
2

2
wi)

#
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√ I(ρ, v, T )) =

ZZ

up,ep

Dp(up − ug) · up f dup dep: transfert d’énergie via la force

de traînée :

I =

ZZ

up,ep

Dp(up − ug)i(up)ifdupdep =

X
1≤i,j≤3
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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2
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���
avecδij : symbole de Kronecker

"Groupe de Travail Numérique",Orsay, 16 mars 2005. Etude de sprays épais dans un cadre fortement collisionnel – p.33/34



Annexe: données physiques de l’air

Propriétés physiques de l’air:
√

densité:0, 616 kg.m−3

√

longueur caractéristique:5.10−3m
√

temps caractéristique:25.10−6 s
√

vitesse:200m.s−1

√

pression:105 Pa
√

température:300 ◦K
√

énergie interne:104 J.kg−1

√

chaleur spécifique:1000 J.kg−1.K−1

√

viscosité dynamique:25.10−6 Pa.s
√

conductivité thermique:45.10−3W.m−1.K−1
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