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Les équations
Problématique
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Cea Problématique

Probleme
@ Capturer I'écoulement autour d’un objet allant a vitesse hypersonique
@ Mesurer l'impact de la turbulence sur les flux a la paroi
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ce_a De Navier Stokes a la turbulence

Equations de Navier-Stokesincompressibles

u+u-Vu+VP=V-(vVu), (1)
V.-u=0, (2)

Décomposition de la vitesse

On décompose u sous la forme U + u’ ou U est une vitesse moyenne
d’ensemble et u’ une vitesse a fortes variations spatio-temporelles.

Nouvelles équations

w

oU+U-VU+VP=vAU-V . - (UU),
V.U=0,

o +UvVU+ (U+U)VU +Vp —vAU =0, (
V-u =0, (6
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Cea Equation sur I'énergie turbulente

Equation sur k
On multiplie par v’ 'équation de u’:

o +20PVU + (U + )V + - Vp — v/ Ad' =0,

Moyenne d’ensemble

On utilise le filire de moyenne sur v’ (variations spatio-temporelles de
moyenne nulle):

2

1 1
H,EU’Z +(Wed): VU+ U+ u’)Véu’ + V- (p'U)—-vU AU =0,

Energie cinétique turbulente

On définit I'énergie cinétique turbulente comme étant celle des petites
fluctuations. Elle est donc associée a %u’z et sera notée k
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Cea Quelques notations importantes

Tenseur de Reynolds

R := —U ® U’ Le tenseur de Reynolds est défini négatif. On a la relation:
1
k = fEtrace(Ff). (7)

Définition de w
w est défini comme étant la fréquence caractéristique de la turbulence.

Définition de la viscosité turbulente v;

. ®)

Elle permet de relier U au tenseur de Reynolds par (fermeture en premier
gradient):

R=(v+uw) (VU+ VUT) — gkl

o’
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Cea Equations du modéle incompressible

Equations pour U, k et w

OtU+U-VU+V<
V-U=0,

Otk + U-Vk =21 (S:
Ow + U-Vw=2a(S: S) -

k 1
= 0= 2—2 B =
oc=0"=0.5,p8 =
1+ 70x.,
1+ 80x.,

1
fs =

Vt

125

B —

14 680)2
1+ 400y«

P+ Sk

)

k) =V [w+w) (VU+vUT)],

S)— Bkw +V - [(v+ c"vt) VK],
Buw? +V - [(v + o) V],

Bofs , B* = By fs,
9
25 fo = 100’
B '(Q@Q) : s'
. (Bow)?
Xk <0 1
i 2 0 9 Xk = EVKVW
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Cea De l'incompressible au compressible

Moyenne de Favre

On dissocie de nouveau les grandeurs physiques en une grandeur moyenne
et une grandeur a fortes variations spatio-temporelles. Cependant on pondere
par la masse. Si on définit la densité moyenne p et la quantité de mouvement
moyenne pu, la vitesse moyenne est alors définie par:

a:

~[2

Equations compressibles

Les équations compressibles sont construites par analogie avec celles du
compressible.
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Equations finales compressibles

ou(p) + V- (pU) = 0,
Ai(pU) + V (U U) + ¥ (P+ §pk)

=V- |:p(l/+l/[) <VU+VUT - g(v-U)lﬂ :

O(pE) +V (<pE+ P+ gpk> U) V. ((H pﬁf”) vr)

=V {p(l/-{—l/;) <VU+VUT— g(V-U)I> U} +V - [p(v+01) VK],

Ou{pk) + V- (pkU) = —spR - VU — Bigupks +V - [p (v + o) VK]
I(pw) + V - (pwl) = —afspR : VU — Bpewpw?® + V - [p (v + ovt) V],

K Iz
V= —, V= —,
w p
T T
S= VUJ;VU Q= VU_ZVU LR =1, (2S—§(V~U)I> —%kl,
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C2a Equations finales

k N w _
fC:1'77Ref:E70-:O- _O'Saﬁo 125760 0 040—560,050—9,
« aé =+ Ret/Rk . 13 oo + (Re[/Rw)

OO T I P lw ) o wy—1
= 1+ Re/R T 2B 1+ (ReRy) )

. 4/15+(Ret/Rs)*, .. ..
6—50 1+(F1’9t/R5)4 fﬂ7ﬂ —/Bof/%
B pnew = B* — 1.5 max(Ma; — MaZ,0)p ou Ma, =05

Brew = B(1 + 1.5max(Ma? — Ma%;, 0))
R;=8,R«=6,R,=6

1+ 70x, ob ‘(Q@Q):S
T 1180y, e (Bow)® |’
1 5 Xk S 0 1
* 2 —_
fs = 14 680X} >0 » Xk =3 VkVw,
1 + 400y«

Pft =0.7.
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Ce2a Commentaires sur les équations.

Réalisibilité

De part sa signification physique le tenseur de Reynolds est défini négatif i.e.
R - < O,V? € R3: on diminue la viscosité turbulente dans la définition du
tenseur de Reynolds si nécessaire pour que la contrainte soit réalisée
(notamment pour les chocs forts).

Corrections du modele lié a la compressibilité

Le modéle compressible contient un nombre de Mach turbulent seuil Ma;, a
partir duquel la production d’énergie turbulente est limitée et celle de w
augmentée.
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Résolution théorique et numérique
Résolution théorique
Résolution numérique
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ce_a Conditions aux limites du modéle

Equations dans la couche limite

Ot(pk) + V - (pkU) = pR : VU — " pkw + V - [p (v + c*vt) VK],
At(pw) + V - (pwl) = apR : VU — Bpuw? + V - [p (v + ov) V.

Co
On cherche k sous la forme Cyy" et w sous la forme — de sorte que la
dissipation ¢ = kw tende vers une valeur finie a la paroi (y: distance a la
paroi).
La viscosité v; est proportionnelle & y2". On obtient alors (p et v ont une
valeur finie a la paroi et U est nulle):

0 = —B*C.Ck+v(n(n—1))Cky" 2, (9)
0 = —BCIy 2" +u(n(n+1))Coy "2 (10)

Léquation (9) fournit nécessairement n = 2 et aussi 8*C,, = 2v.
La relation (10) est vérifiée si —2n = n — 2 ceci impliquant aussi n = 2 et
BC, = 6v.

V.
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cea Propriétés du modéle incompressible (1)

Modele étudié

aU + U-VU+V(P+§/{) =V. {(Hm) (VU+VUT)}.,

V-U=0,
Otk+U-Vk=2v:(S:S) - *kw+ V - [(v + c"vt) VK]
Ow+U-Vw=2a(S:8) - Bu?+V-[(v+or) V],

K 13 9 9
o’

Vi =

A=, 0=0 :O.S,ﬁ:ﬁ,/? = 100"

Conditions aux limites

On va travailler sur un ouvert Q2 borné. On suppose que k est nul a la paroi et
w tend vers une limite finie a la paroi (condition de paroi rugueuse).
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Cea Propriétés du modele incompressible(2)

On recherche des solutions 3D locales en temps régulieres du modeéle k — w
(espaces Sobolev) sur un ouvert régulier Q

Cadre de I'étude

@ on suppose que U € HS avec s > 4 + 3/2 sur un intervalle [0, T].
@ on suppose que k € H avec s > 4 4 3/2 sur un intervalle [0, T].

@ On suppose que w — wp € Hy avec s > 4 + 3/2 sur un intervalle [0, T] ou
wo est constant (condition limite de paroi rugueuse).

@ on supose qu'il existe des constantes K etW telles que Vx € Q,
k(0,x) > K et w(0,x) > W
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Propriétés du modéle incompressible(3)

Principe du maximum

On note wpmn(t) le minimum de w au temps t sur Q, Kyin(t) le minimum de k ,
wmax () le maximum de w et kmax(t) le maximum de k. On a les relations
suivantes sur les minima:

d .
Ewmin(t) > *sdwmin(t)z
d

akmin(t) > *ﬁ/))‘wmax(t)kmin(t)

Il existe une constante C dépendant de I'indice s de I'espace de Sobolev
utilisé tel que pour les maxima on ait:

d )
EwmaX(t) < —Bwmax(t)® + CHUHzHS

d § K, t
9 fonax(1) < — Beomax(Dkmin(t) + CI| U] s Km2(D)
dt ’w'min(t)
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Propriétés du modele incompressible(4)

Estimations a priori
Il existe un entier n dépendant de s tel que

n(s)

d
o (U1 s £ 11K e+l = wol P hs) < (I1UI1 ks + K112 e + [lw = wol )
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Cea Systéme

Le systéme complet d’équations peut se mettre sous la forme générale (en
1D par exemple):

OV + 0xF(V) + 02,G(V) = S(V) (11)

ou Vestlevecteur V=| pE |, F(V)représente les flux associés au
pk

pw
vecteur V, G(V) la matrice de diffusion associée au systeme et S(V) le terme
source.

Vn+1 _yn
dt
ou V™1 (resp. V") est la solution au temps t,1 (resp. t,).

+ O F(V™) + 02, G(V™ ) = S(v™) (12)
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cea Implicitation des équations turbulentes

Nous rappelons que I'’équation de I'énergie cinétique turbulente k est la
suivante:

Ot(pk) +V - (pkU) = —fepR : VU — Braypkw +V - [p (v + 0¥ 1) VK]

Si on note
Apk — pn+1 kn+1 _ pnkn, (13)
pr — pn+1wn+1 _ pnwn7 (14)
Ap = pn+1 _ pn’ (15)
ApU = p"Tu™t — prun, (16)

IMB | Décembre 2013 | PAGE 19/46



Ccea Implicitation des équations turbulentes

LCequation de k est discretisee sous la forme:

Apk Uk"
Tpt + V- (U""K")+V - (U"Apk) + V - (K"ApU) + V - (—()2Ap>
p"
(1R = TUY" — (B 0K — ()"0 — (B )K"
+ Vllp(v+0o"w)" VK" + V- [(v+ o*1r)" V(ApkK)]
V-

[((1/ + o) k”) V(Ap)]

Léquation en w est la suivante:

(p")?
= (—afepR: VU)n — (Bhew)"p"w"w" — (Bhew)"w" Aw — (Bhew)"w" Aw
T+ V(o + o) V] 4 - [0+ o) V(B)]

. [((1/ +o*1y)" w”) V(Ap)]

n,,n
led + V- (U"p"w")+ V- (U'Apw) + V- (W"ApU) + V - (—UwAp>
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Ce2 Etat stationnaire

On simplifie les équations pour rechercher les états stationnaires:

nkn
AT/;k + V- (U"K") +V - (U"Apk) + V - (K"ApU) + V - (— Ejn)Q Ap)
p
= (—fpR: VU)n — (Brew)"P"K"w" — (Brew)"w"ApK — (Brew) k" Apw
+ Vellp(wv+ow)" VK + V- [(v+ %) V(ApK)]

n, ,n
% + V- (U"p"W")+ V- (U'Apw) + V - (W"ApU) + V - (— tj,:;z Ap)
p

= (_O/fCPR : VU)H - (ﬁnew)npnwnwn - (Bnew)nwnpr - (ﬁnew)nwnpr
Vellp(w+om)" Vo' + V- [(v+ ") V(Apw)]

_|_

IMB | Décembre 2013 | PAGE 21/46



Validation
Sphére cdne: méthodologie des calculs
Rampe de compression
Marche de Dutton
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Cea Objectifs de la validation

Les objectifs de la validation numérique sont les suivants:
@ Montrer que I'on est capable de restituer les flux.
@ Optimiser les performances de la convergence numeérique.
@ Montrer que les résultats 2D/3D sont similaires.

@ Démontrer que les calculs sur plusieurs dizaines de millions de mailles
sont faisables sur plusieurs milliers de processeurs.
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Sphere-Cone: methodologie des calculs et

Cea convergence

Y Axis

Figure: Ecoulement a Mach 8 autour d’'un sphére-céne
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C22 Influence de linitialisation

Dans la premiére version du code, la vitesse initiale était mise a la valeur de
la valeur amont de I'’écoulement dans tout le fluide. Dorénavant on établit un
profil linéaire entre la valeur amont et la valeur nulle a la paroi.

2 T T \ T \

— = ancienne initialisation en vitesse
— nouvelle initialisation en vitesse
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Cce2a Influence de la montée en cfl(1)

Dans I'ancienne version du code on augmente la c.f.l. de 1 en 1 a partir de la

150eme itération. On s’autorise maintenant a effectuer des montées en c.f.l.
plus fortes

| — Ancienne condition C.F.L;
--~Nauvelle condition C.F.L

Condition C.F.L.

I I I
0 200 400 600 800 1000 1200

Nombre diterations

Figure: Montée en c.f.l. .
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Ccea Influence de la montée en cfl(2)

Figure: Influence de la montée en C.F.L. sur le nombre d'itérations.
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Expérience de la rampe de compression de

Delery (1990)

Mach 5 -
Pression 5932 S| .

35
Densite 0.2489 S| - o deg

Figure: Rampe de compression.

IMB | Décembre 2013 | PAGE 28/46



Restitution de I'expérience

Dans la suite, on s’attache a capturer les profils de deux grandeurs
essentielles pour 'aérodynamique:

o le coefficient pariétal C, défini par:
P— Py

177
— 2

Cp:

qui permet de restituer le profil de pression a la paroi pour les coefficients
aérodynamiques.

@ le nombre de Stanton défini par:

AVT- A

St:pwv c( (1255 M2) — T,,)’

qui permet de restituer le profil des flux thermiques a la paroi pour
connaitre les sollicitations thermiques.
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Cea Expérience de la rampe de compression

iomega 20
k-epsion
1.4 - données expérimeniales
A icomega 3
1.2
'k .’ﬁ(-\
0.8
0.6 {
0.4 "
; (f
0 e
oy] ENEEE RN FEREY FEREE EENE N SRS EE . R
7005 0 005 0. 015 0.2 025 0.3 035 04

Figure: C, a la paroi.
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Cea Expérience de la rampe de compression

K-omega

10?

10°

—— o

o ———
[ I SN NN A I Lo
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Figure: Nombre de Stanton a la paroi.
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Experience de Dutton et Herrin (1994, AIAA
Journal Vol. 32, No. 1, January )

Y

)\ X
Mach = 2.46, Pressure = 32078.5, Density =0.84302, Velocity= 567.8

Lobjectif est de capturer avec précision la zone de recirculation a 'arriere du
cylindre. Les calculs sont menés en 2D-axi et 3D (sur plusieurs dizaines de
millions de maille en quelques heures sur 1000 processeurs).
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Expérience de Dutton (maillage

isymétrique)

R=32cm

L=8R 10R

3R

Maillage ICEM / 47888 noeuds
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C@Q Nombre de Mach

0.040

0.030

0.020

0.010

Evolution du nombre de Mach jusqu’a la stationnarisation.
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C22 Intensité turbulente

Pssudocolor
Var intens
0487.

0.04374
.:0‘03655

—0.02437
]

—0.01218
l 1.033e-07
Max: 0.04874
Min: 1.033e-07

n
ki
L]
L]
T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
k X Axis
Rapport — entre énergie turbulente et énergie cinétique mesuré au plus a

2
0.044 par Dutton.
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¥ Axis

Champ de vitesse: capture de la zone de re-

circulation

Pseudocolor Vector

Var intens Var vitesse
—0.04874 601.0
—0.03655 .:ﬂE:U.?

002437 —300.5

!* 150.3

1.033e-07 0.01467
Max: 0.04874 Max: 601.0

001218

Min: 1.033e-07 Min: 001467

0.040
0.030
0.020
0.010
0.00 0-05-”--‘-0.10-“-‘-6-15--“--“‘-)-20
X Axis
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Cea Comparaison sur la zone de recirculation.

mach on x-axis

 thotk_w
® kw no compressibily effects
¥ Herin & Dutton

ake

B Kw

Figure: Nombre de Mach: comparaison avec code CEA (k — w: modéle k —w dans le
code CEA, kw no compressibility effects: modéle k — w dans Fluent sans correction
de compressibilité, Herrin & Dutton: résultat expérimental, K-e: modele k — ¢ dans

Fluent, K-w: modéle k — w dans Fluent).
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Ccea Coefficient C, a la paroi

coefficient de pression au culot - différents modéles de turbulence

Fluent | 2D | axisymétrique || M_inf = 2,46 ; Pt_inf = 515kPa ; Tt_inf = 203K

- Expérimental: Herrin & Dutton
o kw_thot
“¥-K-e Fluent
& K-w Fluent

Figure: G, sur l'arriére du cylindre.
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Cea 2D (50000 mailles) .vs. 3D (107 mailles)

-0.09 -
B — EXpérience
I k-omega 3D
0o k-omega 2D
0.0
a I
g I
-0.109
00
OIS
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
radius

Figure: Cp sur I'arriere du cylindre
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— onwen,

..

] E|
d 0.000 3
w E

-o.010

-0.020

-0.030 3

Figure: Point de ré-attachment.
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Cea Pourquoi de telles différences?(1)

o reen e
Subset
Ve blocs

—Whele mesh (bloss)

-

z

Y

Figure: Composante orthoradiale de vitesse non nulle.
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Pourquoi de telles différences? Maillage non
Cea oM g

— axisymétrique.

——

NS SSS

177 "~$$\\ m

[17 li”}s\\\&\\\\&‘{‘\\‘

ol 2SN NN

Wy 990 %t \\ N\t

atraite e tsatert, N
ool

Figure: Maillage sur I'arriere du cylindre.
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Pourquoi de telles différences?(3) Retour sur

le 2D-axi

Si 'on met des conditions de paroi rugueuse (w fini a la paroi avec une

longueur de rugosité de 100um).

Figure: Point de réattachement.
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Conclusions et Perspectives
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Cea Conclusions et Perspectives

Le modeéle k — w permet de restituer avec précision les écoulements
turbulents. De par sa robustesse il est idéal pour des calculs industriels.

Les légeres modifications apportées au modele original de Wilcox (condition
de réalisabilité notamment) semblent améliorer les résultats.

Les propriétés mathématiques du modéle sont satisfaisantes dans le sens ou
le probléeme incompressible est bien posé.

Les calculs sont massivement paralléles avec une possiblité de monter a la
centaine de millions de maille sur 1000 processeurs de TERA100.

Lobjectif suivant est le passage aux écoulements instationnaires et a la
compréhension de la transition laminaire/turbulent lors de la rentrée d’un
véhicule dans I'atmosphere.
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- [Experience  de  Dutton: donnees

— expérimentales

| Aerodynanic conditions

Initial wind tunnel conditions

Stag. pressure pi 515000.00 Pa
Stag. temperature T8 293.00

Reference lenght and area:

Reference lenght Lrez = 0.25400 m
Reference surface Srez = 0.00317 m2
Gas model (perfect gas)

Spec. heat ratio 1.400

Ideal gas comstant 287.053 9/kg.K
Specific heat (cst V) 717,633 9/kg.K
Specific heat (cst p) Cp =  1004.686 d/kg.K

Ideal gas cst / mole  Rgas
Molecular veight Hair

5.31432 9/ (wole.K)
0.02896 ky/wole

Wind tunnel conditions:

Temperature T 132.56 K

Pressure » 32078.50 P

Density re - 0.84302 ka/weT3

Velocity and sound spesd: Velocity and sound speed:

Velocity megnitude V= 567.79 w/s vVelocity magnitude v 567.79 /s
v = 2084.04 kwn v 2044.04 Jau/n

Sound speed . 230.81 w/s Sound speed a 230.81 /s
a 630.51 kaw/n - 630.51 kaw'n

Viscosity model (sucheriand lav): Viscosity model (sutherland lav):

Suth. constant 110.40 ¥ Suth. constant 110.40 K

Ret. temperature 27316 K “temperacure

Ref. viscosity 0.172E-04 ka/ (m.2) . viscosity

0.172E-04 ket (. 2)

Holecular viscosity 0.916E-05 kg (x

Holecular viscosity 0.916E-05 kg (m.3)

Kinematic viscosity 0.109E-04 1i2/s Kinematic viscosity 0.109E-04 12/5

Reynolds number Reynolds number

Reynolds nunber /

/ 52.27 x 10+6 Reynolds muber / m  Re/m 52.27 x 1046
Reynolds number / Lref Re/L

13.28 x 1046 Reynolds number / Lref Re/L_.=  13.28 x 1046

Données fournies par Dutton
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